7. Dinamica de Fluidos

» La dindmica de fluidos estudia los fluidos en movimiento y es una de las ramas méas complejas de la mecénica.
Aunque cada gota de fluido cumple con las leyes del movimiento de Newton las ecuaciones que describen
el movimiento del fluido pueden ser extremadamente complejas. En muchos casos practicos, sin embargo el
comportamiento del fluido se puede representar por modelos ideales sencillos que permiten un anéalisis detallado.

= En un principio vamos a trabajar con lo que llamaremos fluido ideal, es decir un fluido que es incompresible y
que no tiene rozamiento interno o viscosidad.

e La hipotesis de incompresibilidad es un suposicion razonable para liquidos pero no para los gases. Un gas
puede tratarse como incompresible si su movimiento es tal que las diferencias de presion que aparecen no
son demasiado grandes.

e El rozamiento interno en un fluido da lugar a esfuerzos cortantes cuando dos capas adyacentes se mueven
la una sobre la otra o cuando el fluido se mueve por tubos o se encuentra a un obstaculo. En algunos
casos estos esfuerzos son despreciables si se comparan con fuerzas gravitatorias o con la originadas por
diferencias de presion

= La trayectoria descrita por un elemento de fluido en movimiento se llama linea de flujo. La velocidad del
elemento varfa en magnitud y direcciéon a lo largo de su linea de flujo. Si cada elemento que pasa por un
punto dado sigue la misma linea de flujo que los elementos precedentes se dice que el flujo es estable o
estacionario. Un flujo puede empezar no estacionario y hacerse estacionario con el tiempo. En un flujo
estacionario la velocidad en cada punto del espacio permanece constante en el tiempo aunque la velocidad de
la particula puede cambiar al moverse de un punto a otro.

= La linea de corriente: curva, cuya tangente en un punto cualquiera tiene la direccion de la velocidad del
fluido en ese punto. En el régimen estacionario las lineas de corriente coinciden con las lineas de flujo. Si
dibujamos todas las lineas de corriente que pasan por el contorno de un elemento del fluido de area S (ver
dibujo) estas lineas rodean un tubo denominado tubo de flujo o tubo de corriente. En virtud de la definicion
de linea de corriente el fluido no puede atravesar las paredes de un tubo de flujo y en régimen estacionario no
puede haber mezcla de fluidos de dos tubos diferentes.
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= Se llama flujo laminar al tipo de movimiento de un fluido cuando éste es perfectamente ordenado, estratificado,
suave, de manera que el fluido se mueve en laminas paralelas sin entremezclarse. Las capas adyacentes del fluido
se deslizan suavemente entre si. El mecanismo de transporte es exclusivamente molecular. Se dice que este flujo
es aerodindmico. Ocurre a velocidades relativamente bajas o viscosidades altas como veremos.

= Se llama flujo turbulento cuando se hace mas irregular, caético e impredecible, las particulas se mueven
desordenadamente y las trayectorias de las particulas se encuentran formando pequenos remolinos aperiodicos.
Aparece a velocidades altas o cuando aparecen obstaculos abruptos en el movimiento del fluido.

:
|

7.1 Ecuacion de continuidad

= Es la expresion del principio de conservacion de la masa liquida (en ausencia de manantiales y sumideros) =
el flujo de masa que pasa a través de una superficie cerrada S debe ser igual a la disminucién, por unidad de

tiempo, de la masa de fluido contenido en su interior. Formalizaremos este hecho en una ecuaciéon para lo que
tenemos que definir el flujo de fluido a través de una superficie.

7.1.1 Flujo y Caudal
= Queremos determinar el ritmo a que fluye la masa de fluido que atraviesa cierta superficie fija S a su paso. Si

la velocidad a la que viaja el elemento de fluido es ¢ en un tiempo dt, el volumen de fluido que atraviesa una
superficie elemental dS es dV = v dt dS cosf (ver dibujo)
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y la masa contenida en es volumen es por tanto

dm = pdV = pvdtdS cost = pdt17~d§

= Definimos el flujo masico elemental a través de d.S como

dcpzd_m:pg.dg

» Fl flujo mdsico total o simplemente flujo seré

@:/}ﬁdﬁ
S

» Fl flujo volumico o simplemente caudal se define como

@:/U@ﬁ
S

de donde se tiene ® = p¥. Vemos que ® tiene unidades de kg/s o gr/s y que ¥ tiene unidades de m3/s. Si la

superficie es cerrada =
@:f}ﬁdg
S
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= También la masa de fluido que hay en un instante t en el interior de la superficie S cerrada es

Minterior = / Pdv
|4

de donde su variaciéon con el tiempo es

dminterim" o d o 8/)
i dt/vpdv_/v o

7.1.2 Ecuaciéon de continuidad

= Podemos ya escribir la ecuacion de continuidad. De lo dicho mas arriba tenemos que

dminterior

dt

- d
v-dS =—— %
fgpv S dt/vp (3)

que es la forma integral de la ec. de continuidad. Por otra parte (como ya hemos visto) en célculo vectorial se
define la divergencia de un vector ¥ como

o =— (Ec. continuidad)

es decir

» Kl teorema de la divergencia de Gauss establece que

/ﬁﬁdvzjfﬁ-ﬁ

que aplicandolo a nuestro caso (3) da



o lo que es lo mismo

/{ﬁ-(mﬂ%}dvzo

y como esto se ha de cumplir para cualquier volumen arbitrario necesariamente el integrando tiene que ser cero

L dp
V-(pv)%—a—()

que es la forma diferencial de la ecuacion de continuidad. El primer término representa la masa que sale por
unidad de tiempo y volumen elemental a través de la superficie de un volumen elemental que contiene a un
cierto punto del espacio. El segundo término representa la variacion de masa por unidad de tiempo y volumen
en dicho volumen elemental.

e Para un flujo estacionario dp/0t = 0 de donde la ec de continuidad queda
V- (p?) =0
e Para un flujo incompresible (p = cte) = V-7 =0

Ecuaciéon de continuidad para un tubo de corriente

= Sea un tubo de corriente en régimen de flujo estacionario y aplicamos la ec. de continuidad en su forma
integral (3) a una parte del tubo comprendida entre dos secciones perpendiculares S; y S3. Como a través de
la superficies laterales no hay flujo (pues por definicion en cada punto de las mismas la velocidad es tangente
a ellas) =
fspl_f- dS = —pl'UlSl + pQ'UQSQ =0
= p1S1v1 = P25y

Si ademas el fluido es incompresible p = cte
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S1U1 = S2U2

= expresa la constancia del flujo de volumen o caudal a través de las secciones rectas del tubo de corriente = si
la secciéon del tubo disminuye entonces tiene que aumentar la velocidad (manguera de jardin).

7.2 Ecuacién de Bernouilli, aplicaciones

= Ec. cont. = cuando un fluido incompresible se mueve a lo largo de un tubo de flujo horizontal de seccion
transversal variable su velocidad cambia = aparece una aceleracion y por lo tanto un fuerza responsable de
esta aceleracion. El origen de esta fuerza son las diferencias de presion alrededor del elemento concreto de
fluido (Si P fuera la misma en todas partes, la fuerza neta sobre cada elemento de fluido serfa nula) = cuando
la seccion de tubo de flujo varia la presion debe variar a lo largo del tubo aunque no haya diferencia de altura a
lo largo de todo el tubo. Si ademéas hay esta diferencia de altura aparecera una diferencia de presiéon adicional
relacionada con esta varicion.

» La ec. de Bernouilli relaciona la diferencia de presion entre dos puntos de un tubo de flujo con las variaciones
de velocidad y con las variaciones de altura. Vamos a derivarla
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= En un intervalo de tiempo infinitesimal dt el fluido en la parte de abajo del tubo recorre una longitud di; = v,dt
y en la parte de arriba una longitud dly = vedt. En virtud de la ec. de continuidad (y xdt) tenemos que

51’01 = 521)2 = Sldll = Sgdlg

= Trabajo elemental realizado por F en este dt en cada extremo: Como dw = F - dl y F en el extremo de abajo
tiene la misma direcciéon que dl y en el de arriba tiene direccion contraria al desplazamiento =

dw = dw1 + dU)Q == Fldll - nglg == PlSldll - PQSleg - (Pl - P2)dV

Igualamos este trabajo con la variacion total de energia, cinética y potencial, es decir dw = dE,. + dU :
2 1 o 1 o _ 1 2 2
dE.=FE:—E, = idmgvz — §dm1U1 = §pdV(v2 —v7)

donde hemos usado que p = cte. Por otra parte la variciéon de energia potencial es debida a la diferencia de
alturas es decir
dU = magzs — migz = pdV g(z — z1)

de forma que finalmente nos queda que dw = dF, + dU implica
1
P — Py = 50(”5 —v7) + pg(z — 21)
o lo que es lo mismo

1
P+ ipv2 + pgz = cte

a lo largo del tubo de flujo. Las dos tltimas expresiones son dos formas equivalentes de la ec. de Bernoulli.

7.2.1 Aplicaciones

= Hidroestatica: En hidrostatica v = 0 = P, — P, = pg(2z2 — 21) ec. que ya conociamos
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= Velocidad de salida por un horificio en un depésito (Teorema de Torricelli). Consideremos un deposito
cerrado de seccion transversal Sy en cuyo interior hay un fluido de densidad p llendndolo hasta una altura h.
Por encima de la superficie libre del fluido hay aire a presion P. Ademas hay un pequeno orificio de seccion Sy
por el que escapa el fluido hacia fuerza del deposito.

o}

S

= SiS;/S; es suficientemente grande o si a medida que el deposito se va vaciando lo vamos rellenando = podemos
considerar el fluido en el interior del depoésito en situacion estacionaria y considerar el volumen total del fluido
en movimiento como un tnico tubo de flujo. Sean vy y vy las velocidades en la superficie libre del fluido y en
el orificio de salida. Aplicando la ec. de Bernouilli a la linea de corriente que conecta ambos puntos

1 1
P+ ipv% + pgh = P, + ipvg

de donde
) _

2 a
vy = v] + 2

+ 2gh

pero segun la ecuacion de continuidad
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de forma que si S7 > S o si a medida que el depoésito se va vaciando lo vamos rellenando = v; &~ 0 de donde

P—-P,
vs =2 P + 2gh

Si el deposito esta abierto P = P, de donde
vy = +/2gh

la velocidad de salida es igual a la adquirida por un cuerpo al caer libremente desde una altura h (teorema de
Torricelli)

Si el deposito esta cerrado y P es tan grande o p es pequena (como en los gases) de forma que el término 2gh
se puede despreciar entonces
2(P—PF,
Vg = AP - Fo) (Ley de Bunsen)
p

A causa de la convergencia de las lineas de corriente en el orificio de salida la seccién del chorro continua
disminuyendo durante un corto recorrido fuera del depoésito hasta que finalmente las lineas de corriente son
paralelas entre si en cuyo momento el chorro tiene una secciéon S, que recibe el nombre de seccion contracta o
vena contracta. Se define el coeficiente de contraccion como

S,

C.=2¢
S2

y se deternima experimentalmente.

Finalmente cuando el fluido sale por el orificio da lugar a un impulso o fuerza de reaccidén sobre el resto
del sistema. La masa de fluido que sale en dt es dm = pdV = pSyvedt de donde el momento lineal es
dp = dm vy = pSyvadt. Luego en virtud de la 22 ley de Newton y usando la Ley de Bunsen:



= Tubo de Venturi. Consiste en el tubo representado en el dibujo. Es decir un estrechamiento gradual de la
seccion del tubo y un ensanchamiento también gradual para evitar la turbulencia.

Aplicando la ec. de Bernouilli a la seccién ancha antes del estrechamiento y al estrechamiento se tiene

1 1
P+ —pvi =Py + —pv2
2 2
segun la ec. de continuidad la velocidad vs es mayor que la v y por tanto usando la ec. de Bernouilli la presion
P5 en el estrechamiento es menor que la P; en la parte mas ancha. Conociendo las presiones y las secciones Sy
y So se pueden medir las velocidades (medidor de Venturi).

= Medida de la presion de un fluido en movimiento. Se realiza insertando un manémetro como aparece
en el dibujo, bien conectado a un orificio en la pared del tubo o introduciendo una sonda en la corriente con
la forma adecuada para evitar turbulencias.
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La diferencia de alturas del liquido del manoémetro es proporcinal a la diferencia entre la presién atmosférica
y la presion en el fluido.
P, — P = py,gh

donde p,, es la densidad del liquido del manémetro

= Tubo de Pitot. Es una sonda con una abertura en el extremo situado contra corriente. En dicha abertura se
forma un punto de remanso donde la presion es P, v v, = 0. Aplicando la ec. de Bernouilli entre este punto y
un punto distante donde la presion es P y la velocidad es v se tiene

1
P2:P+§p1)2
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El tubo de Prandtl (derecha) (también se le llama tubo de Pitot) combina los dos efectos anteriores = compara
la presion del fluido en los puntos 1y 2 (punto de remanso) =

1
Py =Py = pmgh = P+ 5pv* = prgh

pero P, = P pues la seccion del tubo es la misma en esos dos puntos y estan en la misma linea de corriente =

1
3 pv? = pmgh = se puede medir v midiendo h

= uso en aviones para medir la velocidad del avion respecto del aire= indicador de vel. del aire.

Sustentaciéon. (Ver dibujo) la posicion del ala provoca un aumento de las lineas de flujo encima del ala
= un estrechamiento del tubo de flujo encima del ala y por el principio de Bernouilli hay un aumento de la
velocidad y una disminucién de la presion encima del ala. Debajo del ala el efecto es el contrario = disminuye
la velocidad y aumenta la presion =-fuerza neta hacia arriba o sustentacion.

/—‘\»
N

- mayor recorrido

_/\>

menor recorrido

e Si el angulo de ataque respecto del flujo aumenta, se crea un flujo turbulento en una regiéon cada vez
mayor encima del ala y la caida de presion ya no es tan grande = la sustentacion del ala disminuye y en
casos extremos el avion pierde sustentacion.
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7.3 Viscosidad

= La viscosidad puede considerarse como el rozamiento interno de un fluido. La viscosidad = ejercer fuerza para
hacer que una capa liquida se deslice sobre otra. La viscosidad es mayor en liquidos que en gases.

= El problema del movimiento de un fluido viscoso es similar al del esfuerzo cortante y la deformaciéon por
cizalladura en un solido. Dos placas paralelas entre las que hay un fluido con la placa inferior en reposo y
la placa superior moviéndose con velocidad v = el fluido en contacto con las placas se mueve con la misma
velocidad que ellas. La velocidad de las capas intermedias aumentan uniformemente de una superficie a otra.

dx F

= Este tipo de flujo se llama flujo laminar: las capas del liquido se deslizan unas sobre otras = una porcién
de liquido (linea continua) tomaréa en un instante posterior la forma senialada en el dibujo (linea discontinua)
y se deformard cada vez més al continuar el movimiento = aumenta constantemente su deformaciéon por
cizalladura. Para mantener la posicion de la lamina inferior hay que hacer una fuerza F' en sentido contrario.

= Si S es la superficie del fluido sobre la que se aplican las fuerzas, como ya hemos visto antes, existe un esfuerzo
cortante ejercido sobre el fluido cuyo valor es

F/S
y su efecto es producir cierto desplazamiento Az. Sea dt el tiempo en el que el esfuerzo cortante produce un
desplazamiento dx. La deformacion elemental de cizalladura producida en dt (ver capitulo anterior) es
_dx wvdt

=7 I
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de donde la variacion con el tiempo de la deformacion por cizalladura en un fluido es

dy _v
dt 1

se le llama también variacién de la deformacidén, simplemente.

El coeficiente de viscosidad de un fluido, o simplemente viscosidad, se define como la razén

B esfuerzo cortante _F/S
"= Sariacion de la deformacion unitaria por cizalladura v/l
o bien v
La unidad de viscosidad es en el S.I. INmm2(ms™!)™' = 1Nsm™2. En el sistema c.g.s la unidad es

1dina s cm™2y se donomina poise

1poise = 1dinasem™ = 107N sm™2

Hay fluidos donde (4) no se cumple, como ocurre con la sangre donde la velocidad aumenta mas rapidamente
que la fuerza. P.e. si la fuerza aumenta al doble, la velocidad aumenta a méas del doble. Este comportamiento se
explica por el hecho de que a escala microscopica la sangre no es un fluido homogéneo sino una suspension de
particulas so6lidas en un liquido. Las particulas en suspension tienen formas caracteristicacas como los globulos
rojos que tienen forma de disco. A velocidades pequenas los discos estéan todos orientados aleatoriamente pero
a medida que aumenta la velocidad tienden a orientarse en el mismo sentido para facilitar el flujo. También les
pasa lo mismo a los fluidos que lubrican las articulaciones. Los liquidos que satisfacen (4) se llaman liquidos
newtonianos.
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7.4 Ley de Poiseuille

= Cuando un fluido se mueve en un tubo de seccién circular=- su velocidad de flujo es diferente en distintos
puntos de una misma seccion transversal

= La capa méas externa se adhiere a las paredes del tubo y su velocidad es cero. La pared del tubo ejerce un
arrastre sobre esta capa que a su vez arrastra hacia atras a la adyacente, etc. Para velocidades no muy grandes
el flujo es laminar con una velocidad que es maxima en el centro del tubo y disminuye hasta anularse en las
paredes. El flujo es andlogo a una serie de tubos o capas coaxiales que se deslizan unas sobre otras, estando la
capa o tubo mas externo en reposo.

= Consideremos uno de estos tubos de radio 7 y longitud L (Ver dibujo).

-
P2 ——— . P2
—_— —> flujo -—

e —
L

= la fuerza ejercida en los extremos 1 y 2 del tubo es Fy = Pinr? y Fy = Pynr? donde P, > P, son las
presiones en los puntos 1y 2. La fuerza neta (las fuerzas en los extremos tienen sentidos contrarios) es

F:(Pl—PQ)TFTZ

= Como el elemento de tubo no tiene aceleracion dicha fuerza ha de equilibrarse la fuerza de retardo viscoso
en la superficie de este elemento que viene dado por la expresion (4), pero dado que la velocidad no varia
uniformemente con la distancia radial debemos sustituir v/l por —dv/dr, donde el signo menos indica que la
velocidad decrece en la direccion radial desde el centro del tubo =

v

l

dv

F= (P —P)mr’ =
(P o )re = nS I

= —n2nrL
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pues el area sobre la que actua la fuerza viscosa es S = 2nrL, de donde tenemos

dv . (Pl — PQ)T‘
dr 2nL

que demuestra que la velocidad decrece cada vez més rapidamente a medida que nos alejamos del centro del

tubo (r = 0) y nos aproximamos a la pared del conducto (r = R).

Integrando entre un radio r donde la velocidad es v y la pared del conducto donde v = 0 se tiene

v = 7(P12;LP2) / rdr = 7(P1 i) (R* —r?) (5)

que no es mas que la ecuacion de una pardbola en r.

= La velocidad méaxima ocurre en r = 0 (centro del conducto) y es proporcional al cuadrado del radio del
conducto y a la varicién de presion por unidad de longitud AP/AL (gradiente de presion).

Esta ecuacion se puede utilizar para determinar el flujo total por unidad de tiempo del fluido a través del
conducto. El volumen de fluido que atraviesa los extremos del elemento de tubo entre r y r + dr en dt es
dV = dSdx = dSwvdt =, donde dS = 27mrdr (ver dibujo) de donde usando (5) se tiene

P —B)

dV =v2nrdrdt = ul ol (R* = r*)rdrdt
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integrando desde r = 0 a r = R se tiene

_ (P
dV = 2177L f4(P ’ Dy dr dt
T R
dL—g—n 1L dt

de donde el volumen total de flujo por unidad de tiempo , dV/dt es

dV 7TR4P1 P2
dt 877 L

relacion que se conoce como Ley de Poiseuille:

e El volumen de flujo por unidad de tiempo es inversamente proporcional a la viscosidad
e Es proporcional al gradiente de presion a lo largo del conducto.

e Varia con la cuarta potencia del radio del conducto que es esencial p.e. para el diseno de jeringuillas
hipodérmicas. El tamaifio del orificio de la aguja tiene mas importancia que la presion de empuje del dedo
a la hora de terminar el flujo por unidad de tiempo que inyecta la aguja. Este mismo mecanismo es el que
utilizan los animales de sangre caliente para controlar la temperatura pues el flujo en la sangre en venas
y arterias puede controlarse con pequenas variaciones del diametro de las mismas.

e La diferencia entre el flujo de un fluido no viscoso (ideal) y uno viscoso se ilustra en el dibujo cuando
el fluido va atravesando un tubo de seccién transversal variable, donde la altura del fluido en los tubos
verticales es proporcional a la presion manométrica. En el caso de un fluido viscoso hay un gradiente de
presion proporcional a la viscosidad y a dv/dr e inversamente proporcional al radio del tubo.

I i i
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7.5 Ley de Stokes

= Cuando un objeto esférico se mueve en el seno de un fluido estacionario, o cuando un fluido ideal (n = 0) se
mueve entorno a él, las lineas de corriente forma un modelo perfectamente simétrico entorno a la esfera, con
la presion en cualquier punto de la superficie de la esfera situada contra corriente igual a la de cualquier punto
de la superficie a favor de la corriente y la fuerza neta sobre la esfera es cero.

< F‘F' >

= Si el fluido es viscoso habra un arrastre sobre la esfera. Se puede demostrar que la fuerza viscosa viene dada
en funcion de la viscosidad 7, el radio de la esfera r, y su velocidad respecto del fluido v, en la forma

F = 6mnrv
que fué derivada por primera vez por sir George Stokes en 1845 y se denomina Ley de Stokes.

= Se puede utilizar para determinar la viscosidad de un fluido viendo la velocidad limite v; que alcanza una
esfera que cae en su seno, momento en el cual la fuerza retardadora viscosa mas el empuje es igual al peso de
la esfera. Si p es la densidad de la esfera y p’ la del fluido el peso de la esfera es

4
w=mg=pVg= gﬂr?’pg
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4

y el empuje es E = §7T7‘3p/ g. Luego la condicion de velocidad limite implica

4 4
6mnrog, + gm"gp’g = §7T7’3pg
o lo que es lo mismo
272g ,
v = 57( — )

= midiendo la velocidad limite de las esfera, su radio y densidad y sabiendo la densidad del fluido se puede
determinar la viscosidad del fluido.

= También conociendo la viscosidad se puede usar para determinar el radio de las particulas, como en el experi-
mento de Millikan de la gota de aceite cargada en caida libre en el aire que se sirvié para determinar la carga
del electron.

= Los bidlogos llaman a la velocidad limite velocidad de sedimentacién y los experimentos con sedimentacion
pueden suministrar informacion ttil relativa a particulas muy pequenas.

7.5.1 Ntimero de Reynolds

= Cuando la velocidad de un fluido que se mueve en un tubo sobrepasa un determinado valor critico (que depende
del fluido y del didmetro del tubo) la naturaleza del flujo se hace muy compleja:

e En la capa cerca de las paredes del tubo, capa limite, el flujo sigue siendo laminar, de hecho la velocidad
del flujo en la capa limite es cero en las paredes y aumenta hacia el centro del tubo.

e Mas alla de la capa limite, el movimiento es muy irregular, origindndose corrientes circulares locales
aleatorias denominadas wvortices que producen un aumento de la resistencia al movimiento. En estas
circunstancias el régimen de flujo se llama turbulento.
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Flujo turbulento

= Los experimentos muestran que el que régimen de flujo sea laminar o turbulento depende de la combinacion
de cuatro factores que se conococe como Ntumero de Reynolds

pvD
Ui

Np =

donde p es la densidad del fluido, v su velocidad media, nla viscosidad y D el didametro del tubo.

= El ntiimero de Reynolds es una cantidad sin dimensiones y tiene el mismo valor numérico en cualquier sistema
coherente de unidades. Diversos experimentos han demostrado que para Np < 2000 el régimen es laminar

mientras que para Ni = 3000 el régimen es turbulento. En la zona entre 2000 y 3000 el régimen es inestable
y puede cambiar de laminar a turbulento o viceversa.
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